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Problema 3 - Grupo C

Optica nao Linear

Nesse problema, estudaremos éptica nao linear - a drea que estuda a propagagao
da luz em meios que nao seguem as leis de dielétricos.

Inicialmente, vamos tratar de um caso simples que pode nos oferecer um insight
de como um meio pode apresentar propriedades totalmente diferentes de um
dielétrico comum.

Parte A - Campo Magnético forte em um meio dielétrico

Considere que uma onda eletromagnética de frequéncia w se propaga por um
meio material em uma direcao definida como +2. Esse meio material possui N
elétrons por unidade de volume, e as particulas de carga positiva possuem uma
massa tao grande que negligenciamos o seu movimento. Suponha que, quando
um elétron sai da sua posigao de equilibrio por um vetor deslocamento 7, a sua
atracao eletrostatica ao nicleo gera uma forga restauradora da forma

F = —mwiv

onde m. é a massa do elétron e wy é uma frequéncia de oscilagao natural do
elétron.
Sabendo que, em geral, o elétron obedecera a equagdo de movimento:
d*r = dr =
Me—m = —e(B 4+ — % B) — mewii 1

€ dtg ( + dt ) e ( )
A.1) Calcule o indice de refracdo do meio (assuma que a velocidade do elétron

é, a todo momento, muito menor que a velocidade da luz, e que a solugao

homogénea da equagao pode ser negligenciada).

Suponha que agora nds colocamos um campo magnético By apontando
na direcdo +2. Assumindo que esse By é muito mais forte que o campo
magnético da onda propagante:

A.2) Mostre que o indice de refracao da onda depende da sua polarizagdo. Facga
isso calculando o indice de refragao para quando a onda estd circularmente
polarizada (no sentido horario ou anti-hordrio).



A.3) Suponha que agora nés temos uma onda linearmente polarizada, com o

campo elétrico em z=0 sendo da forma E = Epe~ ™3, onde x também é
um eixo cartesiano perpendicular a z. Assumindo que a frequéncia da onda
é muito maior que qualquer frequéncia caracteristica do sistema, encontre
o valor do campo elétrico em um z arbitrdrio, especificando o angulo no

qual a polarizagao do campo rotacionou.

Com isso, podemos perceber que a propagacgao da luz pode nao obedecer as leis
padroes de meios dielétricos. Vamos analisar algumas das consequéncias dos
resultados que obtemos:

Parte B - Mudancga espago-temporal do indice de refracao

Considere o problema cldssico onde temos uma onda linearmente polarizada se
propagando por um eixo z, de forma que seu campo elétrico esta em x, seu
campo magnético esta em y, e que em z=0, existe um contorno que separa dois
meios que possuem indices de refragoes diferentes, ny e ns.

Sabemos que, devido a descontinuidade do indice de refracao em z, uma onda
transmitida e uma onda refletida surgem, e seus campos devem obedecer condigoes
ao redor do contorno.

B.1) Assumindo que temos os campos elétricos incidente, refletido e transmitido
sendo da forma: _
Ei (Z7 t) = EOiGz(kiziwit)i’

Er(za t) = E‘Ore_i(]%Z-’_‘,th):lAj

Ey(2,1) = Ege’®m g

Escreva as condicoes de contorno entre os campos elétricos e magnéticos,
e ache os valores de Ey,, Eo; k. e k; em funcao de Ey;, k;) nq e na.

Como nds vimos na parte A, o indice de refragdo de uma onda pode depender
de outras quantias além daquilo que forma o material (como o modulo de um
campo magnético externo). Isso incita que, mudando essas quantias, podemos
mudar criar uma descontinuidade no indice de refragao no tempo, ao invés de
em z. Considere novamente uma onda linearmente polarizada com as mesmas
propriedades de antes, porem, agora a onda esta se propagando por um meio
de indice de refracao ni, e em t = 0, o indice muda para ny. Por consequéncia,
apos a mudanga, uma onda se propagando em +z ainda existira, mas agora
também tera uma onda refletida se propagando em —z.

B.2) Assumindo que temos os campos elétricos incidente, refletido e transmitido
sendo da forma: A
Ei(z,t) = Ege'kiz—wilg

E,(2,1) = Bppe' "=tz

Ey(z,1) = Ege' "m0

Escreva as condicoes de contorno entre os campos elétricos e magnéticos
(seria uma boa ideia usar as equagdes de maxwell na forma de derivadas



e pensar como as condi¢oes de contorno em B.1 podem ser explicadas por
essas equagoes). Ache também os valores de Ey,, Fo; w, e w; em funcdo
de Eo,‘, Ww; N1 € Na.

No entanto, acontecer uma mudanca instantanea em todos os pontos ao mesmo
tempo envolveria um sistema extremamente complexo (pois a informagao nao
pode se propagar mais rapido que a luz). Um método mais exato seria assumir
que a mudanga do indice de refraccdo é uma perturbacao que se propaga. Ou
seja, da mesma forma que antes nds assumimos que a descontinuidade no indice
de refragao era definido por z = 0, e depois que ¢ = 0, agora assumimos que 0O
contorno segue a forma: z + ut = 0.

o~

Pontos na regiao cinza possuem ns, jd 0s pontos na regiao branca possuem ni

B.3) Escreva as novas condigoes de contorno desse sistema. Nesse caso, apenas
prove quais quantidades devem se manter conservadas antes e depois da
descontinuidade. (Talvez seja uma boa ideia definir novas coordenadas
para trabalhar com as equagoes de Maxwell)

Com isso, ja podemos tivemos um exemplo de como efeitos nao lineares podem
mudar a propagagao da nossa onda. No parte seguinte, iremos mais a fundo
sobre o desenvolvimento fundamental para a ética nao linear.

Parte C - Termos nao lineares

Suponha novamente que temos uma onda eletromagnética de frequéncia w que
se propaga por um meio material simétrico em uma direcao definida como +2,
onde o campo elétrico é escrito como:

E — Eoei(szwt)i_i_EOefi(szwt)i,



mas agora, o campo elétrico é tao forte, que a forca restauradora é da forma:

ﬁ(?") = —MWiT 4+ mea(7 - )7
Note que um termo de for¢a da forma F(x) = (me *b*22)# quebraria a ideia de
termos um meio simétrico. Por isso, assumimos que o préximo termo de forca
¢ um termo de terceira ordem.
A nova equacao de movimento do elétron ndo possui uma solucéo simples, mas,
assumindo que a forca restauradora ndo linear é pequena, podemos usar da
teoria de perturbacoes para falar que:

7= + 7
onde 7 resolve a equagdo de movimento sem o termo néo linear (a equagao 1),
e Ty aparece para resolver a equacao:
2 =
0 d T2
e
dt?
Poderiamos impor a existéncia de um 73 que resolve a equagao devido ao termo
da forca nao linear que vem de 75, mas esse termo é extremamente pequeno e
pode ser negligenciado.

Sabendo que 75 é composto por multiplos termos que oscilam com frequéncias
diferentes:

= —mengQ + mea(f'l . ’Fl)Fl

C.1) Encontre o valor de 7 e explicite todos os termos de frequéncias dife-
rente nele presente. (Assuma novamente que podemos ignorar a solucao
homogénea)

C.2) Podemos dizer que 7 causa um vetor de polarizacao .ﬁL tal que
Goﬁ I ﬁL = n(2J€0E

ja 75 causa um Pyp. Ache o valor de ng e encontre a nova equacao de
ondas do campo elétrico em funcao de F, ng, e Pyr. Assuma que o
divergente do campo elétrico é nulo.

Se focarmos na equagao das ondas apenas para nosso campo inicial Fy e ne-
gligenciamos os termos de Py que surge devido a outros campos (que por
sua vez surgiram devido a FEy), podemos chegar em uma relagdo extremamente
importante para ética nao linear.

C.3) Sabendo que k e w estao relacionados por:

k(o +n2E5)

w C

Onde ngEg < ng, ache o valor de no

Com isso, provamos que o campo elétrico se propaga normalmente mas com um
indice de refraccao proporcional ao quadrado de seu campo elétrico. Note que,
caso um campo elétrico externo muito maior que Fy é aplicado nesse meio, o
indice de refracao do meio vai depender primariamente desse campo externo,
provando que € possivel mudar o indice de refragao de uma onda no tempo,
como mencionado na parte B.

Note que também podemos usar nossas equagoes para provar o surgimento de
ondas com as frequéncias encontradas em C.1. Diversos efeitos e fenomenos
podem ser explicados a partir dessa teoria!



