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Problema 2 - Grupo C
Horizontes de Evento e Radiagao Hawking

A Teoria da Relatividade Geral é uma das construgoes tedricas mais elegantes
de toda a fisica, principalmente porque é capaz de gerar predigoes precisas para
uma vasta gama de fenomenos - da formacao de estrelas e galaxias a radiagao
gravitacional. Contudo, nés sabemos que o mundo em que vivemos é quéntico,
e a Relatividade Geral sofre de um grave problema quando vista como uma
Teoria Quantica de Campos: por nao ser renormalizével, ela nao é capaz de
predizer fendmenos que acontecem em uma escala de energia proxima da ener-
gia de Planck, M, ~ 10'% GeV.

Em um trabalho seminal no ano de 1974, Stephen Hawking obteve uma pre-
visao semiclassica que mudou a forma como entendemos buracos negros. Haw-
king descobriu que horizontes de evento necessariamente irradiam particulas
elementares, ainda que nada possa escapar da regiao do espago-tempo delimi-
tada por eles. Esse resultado, juntamente com a entropia de Bekenstein, chamou
a atencao para a fisica proxima de horizontes e abriu portas para grande parte
das empreitadas modernas que buscam uma teoria quantica da gravitacao.

Nesse problema, iremos estudar o espectro térmico de bésons de massa m = 0
irradiados por um buraco negro de Schwarzschild de massa M. Unidades natu-
rais ¢ = h = 1 sao usadas onde apropriado.

Usaremos também, em passagem, os conceitos de infinito passado nulo Z~ e
infinito futuro nulo Z*. Z~ é o passado infinitamente distante de todos os ob-
jetos que viajam & velocidade da luz (ou seja, os que tem m = 0) e Zt é o
respectivo futuro. Pense nesses infinitos como o fim da linha para todos os raios
de luz.

Parte A - O Horizonte de Eventos

Corpos astrofisicos acima de uma certa massa necessariamente sofrem colapso
gravitacional completo, formando uma singularidade em r = 0 e um horizonte
de eventos em r = 2G M, caso nao haja rotacao ou cargas. Caso haja, a posi¢ao
do horizonte é outra, mas isso nao nos interessa. A métrica do espago-tempo ao
final disso é a métrica de Schwarzschild
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A verdade é que, por forca do Teorema de Birkhoff, a métrica acima é a
unica solugdo para o vacuo esfericamente simétrico das equagoes de Einstein,
havendo ou nao buraco negro. Ou seja, essa é métrica no espago exterior a
uma estrela (mas ndo é a métrica dentro da estrela, pois 14 hd matéria e nao
vécuo!). O que ha de especial com buracos negros se a métrica que eles geram
é mesma de qualquer estrela? A resposta é que ha a formagdo de um horizonte
de eventos, que descrevemos a seguir.

Define-se o horizonte de evento futuro como o contorno do passado causal do
infinito nulo futuro, denotado Z*. Dada condicoes razoaveis, todo horizonte de
eventos € a superficie nula de algum vetor de Killing, entao tomaremos isso como
nossa defini¢ao de horizonte. Um vetor de Killing é aquele que induz isometrias
da métrica. Por exemplo, a métrica acima ndo possui nenhum coeficiente que
depende do tempo, portanto o vetor £ = £#0,, = 0, que gera translagdes no
tempo, € uma isometria. A condicdo de superficie nula é g(&, &) = £, =0

A.1) Prove que hd um horizonte de eventos em r; = 2GM. Prove também,
nessa mesma linguagem, que qualquer coisa que esteja em uma distancia
r < rs necessariamente cai em direcao a singularidade em r = 0 em um
tempo finito. Lembre-se que £ induz isometrias do espago-tempo.

A.2) Prove que o tempo préprio que leva para um objeto em queda livre desde
r = rg alcance a singularidade é
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Parte B - Radiagcao de Hawking

Em teorias quanticas em um espago-tempo curvo, a propria ideia de particula
depende do observador. Isto é, enquanto em um espaco-tempo plano (ds? =
dt? — dr? — r2dQ?) todos os observadores concordam com niimero de particulas
que ha em uma caixa, o0 mesmo nao vale para espaco-tempo curvos: cada obser-
vador conta um numero diferente de particulas. A intuicao por tras disso estd
no coragao da radiacao de Hawking. O que acontece é que para quantizarmos a
energia associada a uma particula é preciso definir um direcao temporal, para
entao dizer que certa energia é positiva +FE. Fora de um buraco negro, podemos
usar o vetor de Killing acima para definir a direcdo que o tempo flui. Contudo,
ao cruzar o horizonte de eventos, vimos que esse vetor de Killing vira um vetor
espacial. Quando o médulo de £ troca de sinal, a energia que era positiva se
torna negativa, —FE, reduzindo a massa do buraco negro para M "= M- E.
Um observador de fora fica com a impressao que a particula que nao cruzou o
horizonte de eventos representa o buraco negro evaporando, e esta é a celebrada
radiacao de Hawking.



Considere a seguinte expansao para o béson ¢ no passado nulo infinito Z~:

o= (fror + fial) 3)
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Ap6s interagir com o horizonte de eventos, os coeficientes fi se tornam Fj (em
Z"), definidos por

fq= Z(aquk"F/quFl:) (4)
k
Para os quais vale
6=Y (Fkbk + F,’;b,ﬁ) (5)
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Define-se o védcuo inicial por ay [0;) = 0 e o vacuo final por by [0;) = 0. Por fim,
é sempre possivel normalizar os coeficientes o e 8 de modo que

Z (ankQpp + BrkBmi) = Onm (6)
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B.1) Prove que o processo que converte f em F produz o seguinte ntimero de
particulas de momento p a partir do vacuo inicial em Z~:

Ny = {0ilb}bpl0s) = > [Brpl? (7)
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Feito isso, vou explicar com mais detalhes como computar os coeficiente
«a e 8 para um buraco negro de Schwarzschild, mas ja adianto a resposta
que nos interessa:

| | = €M1, | (8)

A prova disso constard na solucao do problema, mas nao é exigida de
voceés. Vai uma breve explicagao:

Observe a figura 1 abaixo. Como queremos a radiagao de Hawking para um
buraco negro estavel, estamos interessados nos componentes de frequéncia
muito altos em Z~ que sofrem um desvio para o vermelho ao passar muito
préximos do horizonte de eventos Ht (v ~ v na figura). A razao é que
modos normais que passam longe do horizonte de eventos representam um
fluxo de energia continuo de Z~ para ZT, o que nao nos interessa. E mo-
dos de frequéncia baixa que passam perto de H+ sofrem um redshift tao
grande que se tornam insignificantes.

Para esse modos de altissima frequéncia, podemos usar o conceito de raios
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Figura 1: Diagrama de Penrose para o espaco-tempo na presenca de um objeto
sofrendo colapso gravitacional esfericamente simétrico. A regiao cinza é o inte-
rior desse objeto. Veja que, apds o fim do colapso, a singularidade em 7 = 0 se
extende na diregao espacial e faz uma sombra em Z7. A borda dessa sombra é
o horizonte de eventos futuro Ht, como definimos no texto acima do item A.1

B.2)

B.3)

como em Gtica geométrica (em que a lente é a geometria curva do espago-
tempo) e achar a relagdo entre o raio nulo incidente e o emergente, o que
fixa a relagao entre os modos normais e consequentemente « e 3, obtendo
a equagao 8.

Use a equacao 8 para mostrar que o horizonte de eventos irradia particulas
com distribuicao energética
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Estime quanto tempo um buraco negro de massa M leva para evaporar
completamente em fungao de M e constantes da natureza. E aceitavel
deixar a resposta em unidades naturais.

Pode ser 1til que



