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Problema 2 - Grupo A
Cristalografia e estabalidade

A Cristalografia é o ramo da Fisica que estuda o comportamento de certos tipos
de sélidos muito peculiares, os cristais. Neste problema, serd apresentada uma
base tedrica para um estudo simplificado da estabilidade de cristais.

Para isso, serd necessario um estudo sobre sistemas estdveis que se comportam
de forma muito semelhante a estrutura molecular dos cristais.

Parte A - Estudando osciladores classicos

Um sistema que se encontra em equilibrio é comumente representado pelo ba-
lanceamento das forcas que atuam em um corpo. Porém, pode-se interpretar
sistemas assim por meio da energia mecanica total. Por isso, o estudo feito a
seguir sera baseado na elaboracao da relacao entre equilibrio, forga e energia.

A.1) Para forgas conservativas, pode-se expressar a magnitude de uma forga
F em funcao da energia potencial U e do deslocamento Az a partir da
relagao:

AU

F=-x

em que ﬁ—g ¢é a taxa de variacao da energia potencial por deslocamento.
Para pequenos deslocamentos unidimensionais na diregao da forga, considera-
se que a forca é constante durante esse pequeno intervalo. Considerando
esse regime, demonstre a equacao acima.



A.2) Movimentos Harmonicos Simples (MHS) sdo exemplos de sistemas con-
servativos, cuja energia potencial é conhecida e da forma:

em que k é uma constante andloga a constante de mola em um sistema
massa-mola e x é o andlogo a deformacao da mola, ou seja, a posicao em
relacdo ao equilibrio. Para esse tipo de potencial, demonstre que a forca
pode ser escrita como:

F=—kx

ao considerar que a energia potencial varia AU quando a distancia vai
de = até x + Az, em que Az é muito pequeno (Azx < x). Como apro-
ximagao, despreze termos de ordem maior ou igual a (Ax)?, utilizando a
aproximagao binomial (1 + %)” ~1+ n% para % < 1.

A.3) Demonstre que uma pequena perturbagdo Av (Av < v) na velocidade
de um sistema inicialmente com velocidade v corresponde a uma variagao
da energia cinética:

AK = mvAv

em que m é a massa do sistema.

A.4) Utilizando as equagoes demonstradas acima e as equagoes que relacionam
posicao x, velocidade v e aceleragao a em um MHS, demonstre que, ao
aplicar uma pequena perturbacao Av =~ aAt na velocidade durante um
curto intervalo de tempo At em que o sistema percorre Ax =~ vAt, a
energia mecanica total ndo varia (AE = AU + AK = 0). Vale ressaltar

que, em um MHS, a frequéncia angular de oscilagao vale w = %

Ao perceber que AFE = 0 para pequenas perturbagoes no sistema, pode-se dizer
que o sistema é estavel. Assim, para verificar se um sistema é estavel por meio da
sua energia, é preciso garantir que a energia total permanece constante mesmo
sob pequenas perturbagoes.

Parte B - Estabilidade de cristais

O formato de equilibrio de corpos em gravidade zero é determinado pelo minimo
de sua energia superficial. Assim, por exemplo, o formato de equilibrio de uma
gota de dgua no espaco acaba sendo esférico, ja que a esfera tem a menor drea
de superficie entre corpos do mesmo volume.

Sob baixas temperaturas, a forma dos cristais consiste em faces planas e vértices
curvos conforme mostra a figura a seguir. Essas quinas curvas sao, na verdade,
em forma de degraus microscépicos que, por serem muito pequenos, parecem
ser apenas curvos a olho nu. Esse formato de degraus de escada é regido pela
equagao:

d, =dy-n"1/3



em que n é o nimero respectivo ao n-ésimo degrau, d,, é o comprimento desse
degrau (veja a figura) e d; é o comprimento do primeiro degrau (n = 1).

Esse formato de escada é consequéncia da energia de interagao entre degraus
adjacentes, que pode ser expressa pela equagao:

E(d) =p-d

e depende apenas da distancia entre os degraus elevada a uma poténcia v e da
constante u. Isso significa que um degrau n interage com os degraus adjacentes
n—1en+1, resultando em uma energia E,, = E(d,,—1)+ E(dy,) = pd¥,_, +pdy.

A imagem da esquerda retrata a visdo macroscopica e a da direita, a visGo

B.1)

B.2)

B.3)

microscopica de uma quina do cristal

Encontre o valor numérico do expoente v que torna o cristal descrito
acima estavel sob uma pequena perturbacdo Ad na posicao do n-ésimo
degrau sem mudar o volume total do cristal. Faca aproximagoes binomiais,
(1 + )™ =~ 1 + nz para qualquer < 1, considerando n > 1 e Ad < d,,
(§] dn—1~

Determine a forga F' de interagao entre degraus adjacentes em fungao de
o e dl-

Sabendo o valor da forga F', considere uma perturbagao na estrutura do
cristal que faz com que a base do tamanho dos degraus varie de d; para
dy + Ady, em que Ady < di. Desconsiderando o termo constante, surge
um termo andlogo a forca restauradora que gera um MHS (F = —kAd;)
ao fazer as devidas aproximagoes binomiais. Encontre a constante k e a
frequéncia angular de vibracao w do cristal em funcao de u, d; e da massa
m de cada degrau.

Ao determinar w, vocé estard encontrando uma expressao para o quanto as
moléculas de um cristal vibram naturalmente entre si dependendo das carac-
terfsticas do cristal (p e dy), o que é essencial para a Cristalografia.



